atse ¥ 22 Balti Tee 2009
Trondheim, 7. november 2009
Aega on 4.5 tundi.

Selgitusi iilesannete kohta antakse esimese 30 minuti jooksul.
Iga iilesanne on véért 5 punkti.

1. Poliinoomi p(z) aste on n > 2 ning tal on kordsusi arvestades tépselt n reaalarvulist juurt. Tema
pealiikme kordaja on 1, iikski tema juur ei iileta arvu 1 ja p(2) = 3™. Leia p(1) koik voimalikud
vadrtused.

2. Mittenegatiivsed tdisarvud aq, ag, ..., a1gp rahuldavad vorratust

a1~(a1—1)~...'(a1—20)+a2~(a2—1)-...'(a2—20)+
—|—a100(a100—1)(a100—20)§100999879

Toesta, et a1 + as + ...+ a1p00 < 9900.

3. On antud positiivne tdisarv n. Niita, et saab valida kordajad ¢; € {—1, 1} (1 < k < n) nii, et

0> e k? <4
k=1

4. Leia koik sellised tdisarvud n > 1, et vorratus

o ad x> (e Fao . T q)T,

kehtib mistahes reaalarvude 1, zs, ..., z, korral.
5. Olgu fo = fi =1ja fiz2 = fiz1 + fi (¢ >0). Leia vorrandi
2%9'% = fa009 - T + faoos

koik reaalarvulised lahendid.

6. Olgu a ja b sellised tiisarvud, et vérrandil 22 — az? — b = 0 on kolm téisarvulist juurt. Tdesta,
et leiduvad tdisarvud d ja k nii, et b = dk? ning arv a jagub arvuga d.

7. Algarv p ja tdisarvud a, b, ¢ rahuldavad tingimusi
6|p+1, plat+tbtec, pla*+b*+ch
Toesta, et p | a, b, c.
8. Leia koik positiivsed tédisarvud n, mille korral saab arvud
n,n+1l,n+2,....,n+8

jaotada kaheks rithmaks nii, et kumbagi rithma kuuluvate arvude korrutised oleksid vordsed.

9. Leia koik positiivsed tidisarvud n, mille korral 2"+t — n? on algarv.



10. Téahistame d(k) abil tdisarvu k positiivsete jagajate arvu. Toesta, et leidub lopmata palju
positiivseid tdisarve M, mis ei esitu kujul

2
2
M = ﬁ ,
d(n)
kus n on positiivne tdisarv.

11. Kolmnurga ABC kiilje AC keskpunkt on M. Punkt K asub kiirel BA, kusjuures punkt A
asub punktide B ja K vahel. Sirge KM ja kiilg BC' 16ikuvad punktis L. Punkt P asub léigul BM,
kusjuures PM on nurga LPK poolitaja. Sirge ¢ 1dbib punkti A ning on paralleelne loiguga BM.
Toesta, et punkti M projektsioon sirgele ¢ asub sirgel PK.

12. Nelinurgas ABCD on AB||CD ja |AB| = 2|CD|. Sirge £ on risti kiiljega C'D ning labib
punkti C. Ringjoon keskpunktiga D ja raadiusega |DA| 16ikab sirget ¢ punktides P ja Q. Tdesta,
et AP1BQ.

13. Kolmnurga ABC korgused AD, BE, C'F loikuvad punktis H. Kolmnurkade EHF, FHD, DHFE
siseringjoonte keskpunktid on vastavalt Iy, Io, I3. Toesta, et sirged Aly, Blo, Cl3 loikuvad iihes
punktis.

14. Milliste n > 2 korral leidub n paarikaupa mittesarnast kolmnurka Ai, As,..., A, nii, et
mistahes neist voib tiikeldada n paarikaupa mittesarnaseks kolmnurgaks, millest igaiiks on sarnane
ihega kolmnurkadest Aq, Ao, ..., A,7

15. Uhikruut on jagatud m nelinurgaks Q1, Qa, ..., Qm. Olgu S; nelinurga Q; kiilgede ruutude
summa (i =1,2,...,m). Tdesta, et

S1+Sy+...+.8, >4

16. Nimetame trognd-n-konnaks teekonda, mis

algab puntkis (0,0), 1opeb punktis (2n,0), ei 16i-
ka iseennast, ei vilju koordinaattasandi esimesest /\
veerandist, ning mille iga samm on iiks vektoritest /\/\ ————————————
(1,1), (1,-1) ja (=1,1). (Joonisel on kujutatud

koikvoimalikud trgnd-2-konnad).
Leia trgnd-n-kondade arv.

17. Leia suurim tidisarv n, mille korral leidub n erinevat tiisarvu, millest iikski ei jagu arvuga 7,
11 ega 13, kuid mistahes kahe arvu summa jagub vdhemalt iihega arvudest 7, 11 ja 13.

18. Olgu n > 2 téisarv, linnade arv riigis. Iga kahe linna vahel on maantee, millele on omistatud
téisarv hulgast {1,2,...,m} (eri maanteedele v6ib omistada sama arvu). Linna prioriteediks ni-
metatakse temast viljuvatele maanteedele omistatud arvude summat. Leia vihim m, mille korral
on voimalik, et koigil linnadel on erinev prioriteet.

19. Peol on kaheksa inimest. Mistahes kaks neist kas tunnevad teineteist voi ei tunne. Igal inimesel
on tipselt kolm tuttavat. Kas jargmised kaks tingimust saavad olla samaaegselt tdidetud:

e mistahes kolme inimese seas leidub kaks, kes teineteist ei tunne;

e mistahes nelja inimese seas leidub kaks, kes teineteist tunnevad?

20. Uhes Lasinemeremaa linnas on 16 haiglat. Igal 661 on tépselt neli haiglat valves. Kas leidub
selline graafik, et 20 66 jarel on iga hailgate paar olnud koos valves téapselt iithel 6617



