Finnish

Baltian tie 2009
Trondheim, 7. marraskuuta, 2009

Aikaa: 4% tuntia.

Kysymyksia voi esittdd ensimmaéisten 30 minuutin aikana.

Tehtdva 1. Astetta n > 2 olevalla polynomilla p(z) on tdsmélleen n reaalista juurta, joista osa
voi olla moninkertaisia. Tieddmme, ettd termin 2™ kerroin on 1, kaikki juuret ovat yhta suuria tai
pienempid kuin 1 ja p(2) = 3™. Mité arvoja voi p(1) saada?

Tehtava 2. Epanegatiiviset kokonaisluvut ai,ase, ..., a9 toteuttavat epayhtalon
al(a1—1)~-(a1 —20)—|—a2(a2—1)-~-(a2—20)—|—
---+a100(a100 — 1)---(@100 —20) <100-99-98---79.

Osoita, ettd a; +ag + -+ - + a1go < 9900.

Tehtava 3. Olkoon n annettu positiivinen kokonaisluku. Osoita, ettd on mahdollista valita
kertoimet ¢ € {—1,1} (1 < k < n) siten, ettd

Ck‘k2§4.
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Tehtava 4. Maérita kaikki kokonaisluvut n > 1, joilla epayht&lo
a4 a2 > (e Fao o T1) T,

patee kaikilla reaaliluvuilla x1, zo, ..., Z,.

Tehtava 5. Olkoon fo = f1 =1ja fito = fiv1 + fi (¢ > 0). Ratkaise yht&lo

221 = faooe - T + fa008

reaalilukujen joukossa.

Tehtiva 6. Olkoot a ja b sellaisia kokonaislukuja, etts yhtalolla 2 — ax? — b = 0 on kolme
kokonaislukujuurta. Osoita, ettd b = dk?, missi d ja k ovat kokonaislukuja ja d jakaa luvun a.

Tehtiava 7. Oletetaan, ettd alkuluvulla p ja kokonaisluvuilla a, b, ¢ seuraavat ehdot pétevit:
6|p+1, platb+ec, pla*+b*+ch

Osoita, ettd p | a, b, c.

Tehtava 8. Madrita kaikki positiiviset kokonaisluvut n, joilla joukko
{n,n+1,n+2,...,n+8}

voidaan jakaa kahteen osaan niin, ettd ensimmaisen osan alkioiden tulo on sama kuin toisen osan
alkioiden tulo.
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Tehtiva 9. Masritd kaikki positiiviset kokonaisluvut n, joilla 27! — n? on alkuluku.



Tehtava 10. Olkoon d(k) positiivisen kokonaisluvun k positiivisten tekijoiden lukumé&éra.
Osoita, ettd on olemassa ddrettémén paljon positiivisia kokonaislukuja M, joita ei voida esittaa

muodossa )
=)

milldan positiivisella kokonaisluvulla n.

Tehtava 11. Olkoon M kolmion ABC sivun AC keskipiste. K on piste puolisuoralla BA eri
puolella pistettd A kuin B. Suora K M leikkaa sivun BC pisteessé L. Piste P on janalla BM niin,
ettd PM on kulman LPK puolittaja. Suora ¢ kulkee pisteen A kautta ja on yhdensuuntainen
suoran BM kanssa. Osoita, ettd pisteen M projektio suoralle £ on suoralla PK.

Tehtdva 12. Nelikulmiossa ABCD on AB || CD ja AB = 2CD. Suora £ on kohtisuora suoralle
CD ja sisaltaa pisteen C. Ympyré, jonka keskipiste on D ja sdde DA leikkaa suoran £ pisteissa P
ja Q. Osoita, ettd AP 1 BQ.

Tehtava 13. Piste H on kolmion ABC' korkeusjanojen leikkauspiste ja janat AD, BE, C'F ovat
kolmion korkeusjanat. Pisteet I, I, I3 ovat kolmioiden FHF, FHD, DHE sisadnpiirrettyjen
ympyroiden keskipisteet téssé jarjestyksessi. Osoita, ettd suorat Aly, Bls, Cl5 leikkaavat yhdessa
pisteessa.

Tehtava 14. Milla n > 2 on mahdollista 10ytaa n pareittain epayhdenmuotoista kolmiota
Ay, As, ..., A, niin, etté jokainen néista voidaan jakaa n pareitttain epdyhdenmuotoiseen kolmioon,
joista jokainen on yhdenmuotoinen yhden kolmioista A;, As, ..., A, kanssa.

Tehtava 15. Yksikkonelio on jaettu m nelikulmioon @1, ...,Q.,. Olkoon S; nelikulmion Q;
kaikkien sivujen nelididen summa jokaisella ¢ = 1,...,m. Osoita, etta

Sl—‘r...—‘rSmZZl.

Tehtava 16. Trondheimilainen n-hoipertelu

on kévely, joka ldhtee pisteestd (0,0), ei leikkaa
itseddn ja padtyy pisteeseen (2n,0). Lisiksi hoi- /\/\ /\
pertelija pysyy koordinaatiston ensimmaisessa nel- <-----%---->~ L2
janneksessa ja jokainen askel on yksi vektoreista

(1,1), (1,-1) ja (=1,1). (Kuvassa on esitetty kaikki trondheimilaiset 2-hoipertelut.) Kuinka
monta trondheimilaista n-hoipertelua on olemassa?

Tehtava 17. FEtsi suurin n, jolla on olemassa n erisuurta kokonaislukua, joista yksikéan ei ole
jaollinen yhdelldkaén luvuista 7, 11 ja 13, mutta minka tahansa kahden luvun summa on jaollinen
ainakin yhdella luvuista 7, 11 ja 13.

Tehtava 18. Olkoon n > 2 kokonaisluku. Eradssd maassa on n kaupunkia ja jokaisen kahden
vélissé on suora tie. Jokaisella tielld on luku joukosta {1,2,...,m} (kahdella tielld voi olla sama
luku). Kaupungin tarkeysindeksi on sinne johtavien teiden lukujen summa. Etsi pienin m, jolla
kaikilla kaupungeilla voi olla eri tiarkeysindeksi.

Tehtava 19. Kahdeksan hengen juhlissa jokainen ihmispari joko tuntee tai ei tunne toisiaan.
Jokainen ihminen tuntee tdsmaélleen kolme muuta. Voivatko seuraavat ehdot toteutua yhta aikaa:

— missa tahansa kolmen hengen joukossa on ainakin kaksi, jotka eivat tunne toisiaan;
— missé tahansa neljan hengen joukossa on ainakin kaksi, jotka tuntevat toisensa.
Tehtava 20. Tulevaisuuden Baltian Tie -kaupungissa on 16 sairaalaa. Joka y6 tdsmalleen nelja

niistd paivystdd. Onko mahdollista jarjestdd aikataulu niin, ettd 20 yon jalkeen mitkd tahansa
kaksi sairaalaa olivat samassa péivystysvuorossa tasmalleen kerran?



