Icelandic version

Baltic Way 2009

Prandheimur, 7. névember, 2009

Timamork: 4% klukkustund.

Spurningar eru leyfoar fyrstu 30 minaturnar.

Problem 1. Marglida p(x) af stigi n > 2 hefur ndkvemlega n rauntdluretur, sumar hugsanlega taldar
margfaldar. Vid vitum ad studullinn vid ™ er 1, allar raeturnar eru minni eda jafnar 1, og p(2) = 3™. Hvada
gildi getur p(1) tekid?

Problem 2. Latum ay, as, ..., aigp vera heiltdlur sem eru ekki neikvadar og uppfylla 6j6fnuna
ar-(ar—1) ... (a1 —20)+ag-(az—1)-...- (a2 — 20)+
...+a100'((110071)'.‘.'(0,100720) < 100-99-98-...-79.

Sannid ad a1 + as + ... + a1go < 9900.

Problem 3. Latum n vera gefna jakvaeda heiltolu. Synid ad vid getum valid tolurc;, € {—1, 1} (1 < k < n)
pannig ad

n

0<) ek <4
k=1

Problem 4. Akvardid allar heiltélur n > 1 pannig ad 6jafnan
2 ad a2 > (e b aa . T )T,

sé uppfyllt fyrir allar rauntdlur x4, xo, ..., x,.
Problem 5. Latum fy = fi = 1 og fit2 = fix1 + fi (i > 0). Finnid allar rauntlulausnir & jéfnunni

221 = foo09 - T + fa00s -

Problem 6. Latum a og b vera heiltdlur pannig ad jafnan 2% — ax? — b = 0 hafi prjar heiltdluraetur. Sannid
ad b = dk?, par sem d og k eru heiltdlur og d gengur upp 1 a.

Problem 7. Gerum rad fyrir ad fyrir frumt6lu p og heiltdlur a, b, ¢ gildi eftirfarandi:
6|p+1, platb+ec, pla*+b*+c

Sannid ad p | a, b, c.
Problem 8. Akvardid allar jakvaedar heiltélur n pannig ad til er skipting 4 menginu

{n,n+1,n+2,...,n+8}

i tvd sundurleeg hlutmengi pannig ad margfeldi staka fyrra hlutmengisins sé jafnt margfeldi staka seinna
hlutmengisins.

Problem 9. Finnid allar jakvaedar heiltdlur n pannig ad 2"+! — n? er frumtala.



Problem 10. Latum d(k) takna fjolda jakveedra deila jakvaedu heilt6lunnar k. Sannid ad til eru 6endanlega
margar jakveedar heiltélur M sem ekki er haegt ad skrifa

2= (M)
d(n)

fyrir neina jakvaeda heiltolu n.
Problem 11. Latum M vera midpunkt hlidarinnar AC' i prihyrningi ABC, og latum K vera punkt 4 linunni
BA pannig ad A liggi 4 milli B og K. Linan K M sker hlidina BC' i punktinum L. P er punkturinn &
strikinu BM pannig ad PM helmingi hornid LPK. Linan ¢ liggur { gegnum A samsida BM. Sannid ad
ofanvarp punktsins M a linuna ¢ liggur 4 linunni PK.
Problem 12. { ferhyrningi ABC D hofum vid AB || CD og AB = 2CD. Lina £ er hornrétt & C'D og a
henni er punkturinn C. Hringurinn med midju D og geisla D A sker linuna ¢ i punktunum P og (). Sannid
a0 AP 1 BQ.
Problem 13. Punkturinn H er skurdpunktur heda prihyrnings ABC, og strikin AD, BE, C'F eru hadir
hans. Punktarnir I3, I5, I3 eru midpunktar innritudu hringa prihyrninganna FHF, FHD, DHE. Sannid
a0 linurnar A, Bl,, Cl3 skerast i einum punkti.
Problem 14. Fyrir hvada n > 2 er haegt ad finna n prihyrninga A, Ao, ..., A, pannig ad engir tveir
peirra eru einslaga og hagt er ad skipta hverjum beirra upp i n prihyrninga pannig ad engir tveir litlu
prihyrninganna eru einslaga en hver peirra er einslaga einum af prihyrnigunum A, Ao, ..., A,?
Problem 15. Eininga ferningur er skorinn i m ferhyrninga @1, . . ., @Q,,. Fyrir sérhvert: = 1, ..., m latum
vid S; vera summu annars veldis hlidarlengdanna fjogurra i );. Sannid ad

S1+ ...+ 8, >4.

Problem 16. n-Prdndavegur er vegur sem hefsti (0, 0),

endar i (2n,0), sker hvergi sjalfan sig og er avallt
i fyrsta fjordungi hnitakerfisins. Hverjum legg sliks /\
vegar er lyst med einum vigranna (1, 1), (1, —1) eda /\/\ ————————————
(—1,1). (Myndin synir alla mégulega 2-brandavega.)

Finnid fjolda allra n-Prandavegi.

Problem 17. Finnid steerstu heiltdlu n pannig ad til eru n 6likar heiltdlur sem engin er deilanleg med neinni
talnanna 7, 11, og 13, en summa sérhverra tveggja peirra er deilanleg med ad minnsta kosti einni talnanna
7,11, eda 13.

Problem 18. Litum n > 2 vera heiltolu. { landi einu eru n borgir og sérhverjar tveer peirra eru tengdar
saman med vegi beint & milli sin. Sérhverjum vegi er Gthlutud heiltala ur menginu {1,2,...,m} (mis-
munandi vegum getur verid Uthlutud sama heiltala). Audkenni borgar er summa talnanna sem vegunum
fra henni var uthlutad. Finnid minnsta m pannig ad pad er mogulegt ad allar borgirnar hafi mismunandi
audkenni.

Problem 19. { atta manna hopi, pekkja sérhverjir tveir hvor annan eda hvorugur pekkir hinn. Sérhver madur
pekkir nakvamlega prja adra i hopnum. Akvardid hvort eftirfarandi tvo skilirdi geti badi gilt:

-- fyrir sérhverja prja menn pekkjast ad minnsta kosti tveir ekki innbyrdis,
-- fyrir sérhverja fjora menn eru ad minnsta kosti tveir sem pekkjast.

Problem 20. [ Eystrasaltsborg framtidarinnar eru 16 sjitkrahiis. A hverri néttu sinna fjogur peirra neidar-
vakt. Er haegt ad hafa vaktaskipulag peirra pannig ad eftir 20 netur hafi sérhver tvo peirra nakvemlega
einu sinni sinnt saman neidarvaktinni?



