Baltic Way 2009 problems, November 7, 2009 Lithuanian

1
Varzybos trunka 4 5 val.

Klausimus galima uzduoti per pirmasias 30 min.

1. Daugianaris P (X) | kurio laipsnis N = 2, o koeficientas prie X" lygus 1, turi lygiai n realiyjy $akny,
skai¢iuojant su pasikartojimais. Visos §aknys yra ne didesnés uz 1; be to, P(2) = 3" Kokias reikimes
gali jgyti P (1) 2

2. Neneigiami sveikieji skai¢iai 1>+ @100 tenkina nelygybe
a -(a,-1-..-(a,-20)+a,-(a, =1)-..-(a, =20)+ ...+ a,, (8,90 =D ..o (a,50 —20) <100 -99 -98 -...- 79.

Irodykite, kad a; + ...+ a5, <9900

3. Duotas natiiralusis skaiGius n. [rodykite, kad skai¢ius €« € =L (1<K <) galima parinkti taip, kad
galioty nelygybés

0<> ¢, -k?<4.
k=1

4. Raskite visus sveikuosius N > 1| kuriems nelygybé
2 2 2
X7+ X X (X X, R X)X,

X,, X X

galioja su bet kokiais realiaisiais *1> *2 %n .

fioo + Ti (i 2 0, Raskite visus realiuosius lygties

2010
X = f2009 X+ fzoos

5. Tegu fo=fi=1j fi, =
sprendinius.

6. a ir b yra tokie sveikieji skaiiai, kad lygtis X* —ax® —b = O turi tris sveikuosius sprendinius. [rodykite,
kad b =dk?, kurdirk yra sveikieji skaiciai ir a dalijasi i$ d.

7. Tarkime, kad
6 |p+1, p|a+b+c, p|a*+b*+c’,
kur p yra pirminis skaicius, o a, b, ¢ - sveikieji skaiciai. [rodykite, kad p | a,b,c.

8. Raskite visus tokius natiiraliuosius skai¢ius n, kuriems aibg {">1 + 1,0+ 2., N+ 8} bty galima

iSskaidyti 1 du nesikertancius poaibius, kuriy pirmojo visy elementy sandauga biity lygi antrojo poaibio
visy elementy sandaugai.

. . . _ . . o 1 2 . - o
9. Raskite visus tokius natiiraliuosius skai¢ius n, kad 2"" — n~ yra pirminis skai¢ius.

10. Tegu d(k) zymi nattraliojo skaiciaus K teigiamy dalikliy skaic¢iy. [rodykite, kad egzistuoja be galo
daug nattraliyjy skai¢iy M, kuriy nejmanoma uzrasyti pavidalu

M = 2 |
ld(n)

jokiam natiiraliajam n.



Baltic Way 2009 problems, November 7, 2009 Lithuanian

11. M yra trikampio ABC krastinés AC vidurio taskas, o taSkas K yra spindulio BA taskas, nepriklausantis
atkarpai BA. Ties¢ KM kerta krasting BC taSke L. P yra toks atkarpos BM taskas, kad PM yra kampo LPK
pusiaukampiné. Tiesé | eina per taska A ir yra lygiagreti BM. [rodykite, kad tasko M projekcija i tiesg |
priklauso tiesei PK.

12. Keturkampio ABCD krastinés tenkina salygas AB || CD ir AB = 2CD | Ties¢ | statmena CD ir eina per
taSka C. Apskritimas, kurio centras yra taskas D, o spindulys — DA, kerta tiese | taSkuose P ir Q.
[rodykite, kad AP L BQ

13. Taskas H yra trikampio ABC ortocentras, o AD, BE, CF — jo aukstinés. Taskai R P Iy yra
atitinkamai trikampiy EHF, DHF, DHE ibréZtiniy apskritimy centrai. [rodykite, kad tiesés
Al 1, Bl ., Cl 5 kertasi viename taske.

14. Kuriems N 2 2 egzistuoja tokie n paporiui nepanasiy trikampiy A1> A2+ An | kuriy kiekviena
galima padalyti i n paporiui nepanasiy trikampiy, kiekvienas 1§ kuriy yra panasus { viena i§ trikampiy
ALA, ..., A ?

15. Vienetinis kvadratas sukarpytas { m keturkampiyQ1>Q 2>+ Qun . Kiekvienam

=1, m apibrézkime S kaip keturkampio Q i visy keturiy krastiniy kvadraty suma. Irodykite, kad
S, +..+5, 24.

16. Lauztinis n-kelias yra kelias, prasidedantis taSke (0, 0), uzsibaigiantis taSke (2n, 0), neinantis per joki
taska du kartus, pilnai esantis pirmajame
stac¢iakampés koordinaciy sistemos ketvirtyje
ir kurio kiekvienas zingsnis yra vienas i§
vektoriy (1,1), (1, -1) arba (-1, 1).
(Paveiksleélyje parodytos visi galimi lauztiniai
2-keliai ).

Kiekvienam natiiraliajam n raskite lauZtiniy
n-keliy skaiciy.

17. Raskite didziausia toki natiiralyji n, kuriam egzistuoja tokie n skirtingy sveikyju skaiciy, kad nei
vienas i§ jy néra dalus 1§ 7, 11 ir 13, taciau bet kuriy dviejy i$ ju suma yra dali 1§ bent vieno i§ skaiCiy 7,
11ir13.

18. N> 2 yra natiiralusis skai¢ius. Salyje yra n miesty ir bet kurie du miestai yra tiesiogiai sujungti keliu.
Kiekvienam keliui priskirtas aibés 1,2, M} elementas (tas pats skaicius gali biiti priskirtas
skirtingiems keliams). Miesto pirmumo indeksu vadinsime i$ to miesto iSeinantiems keliams priskirty
skai¢iy suma. Raskite toki maziausia m, kuriam yra jmanoma, kad visi miestai turéty skirtingus pirmumo
indeksus.

19. AStuoniy zmoniy vakarélyje bet kurie du dalyviai arba pazjsta vienas kita, arba nepazista vienas kito.
Kiekvienas dalyvis pazista lygiai tris kitus. Nustatykite, ar gali Sios dvi salygos galioti vienu metu:

- 1§ bet kuriy trijy dalyviy bent du vienas kito nepazista;

- 1§ bet kuriy keturiy dalyviy bent du vienas kita paZista.

20. Baltijos Kelio ateities mieste yra 16 ligoniniy. Kasnakt turi budéti lygiai keturios 18 jy. Ar ligoniniy
tvarkarast] galima sudaryti taip, kad po 20 nakty bet kurios dvi ligoninés biity budéjusios kartu lygiai
vieng karta?



