Polski
Baltic Way 2009

Trondheim, 7 listopada

Czas trwania 4% godziny.

Pytania moga by¢ zadawane przez pierwszych 30 minut.

Zadanie 1. Wielomian p(x) stopnia n > 2 posiada dokladnie n pierwiastkéw rzeczywistych (liczac
z krotnosciami), wspélezynnik przy ™ réwny 1, wszystkie jego pierwiastki sa mniejsze badz réwne
1, za$ p(2) = 3"™. Jakie wartosci moze przyjmowaé p(1)?

Zadanie 2. Niech aq, as, ..., a1p0 beda liczbami catkowitymi nieujemnymi spelniajacymi nieréw-
nosé
ap-(ap—1)-...- (a1 —20) +az-(ag —1)-...- (a2 —20)+
...+a100'((110071)'...'((1100720) <100-99-98-...-79.

Wykazaé, ze ay + az + ... + a190 < 9900.

Zadanie 3. Niech n bedzie liczba catkowita dodatnia. Wykazaé, ze mozna tak wybraé liczby
¢ € {~1,1} (1 <k <n), by

ogzck~k2<4.

n
k=1

Zadanie 4. Wyznaczy¢ wszystkie liczby catkowite n > 1, dla ktérych nieréwnosé
s 2 > (e ot T )T,

zachodzi dla dowolnych liczb rzeczywistych x1, o, ..., xy.

Zadanie 5. Niech fo = fi = 1 oraz fiyo = fit1 + fi (¢ > 0). Znalezé wszystkie rzeczywiste
pierwiastki réwnania

2?1 = fao09 - T + fa00s -

Zadanie 6. Niech a oraz b beda takimi liczbami catkowitymi, ze réwnanie 23 —ax? —b = 0 posiada

trzy pierwiastki calkowite. Pokazaé, ze b = dk?, gdzie d i k sa calkowite, oraz d dzieli a.

Zadanie 7. Zal6zmy, ze dla pewnej liczby pierwszej p oraz liczb calowitych a, b, ¢ spelnione sa
warunki:
6/p+1, platb+ec, pla*+b*+c.

Wykazaé, ze p | a, p| boraz p | c.
Zadanie 8. Wyznaczy¢ wszystkie liczby catkowite dodatnie n, dla ktérych zbiér
{n,n+1,n+2,...,n+8}

mozna przedstawi¢ w postaci sumy dwdch roztacznych podzbioréw takich, ze iloczyn wszystkich
elementéw pierwszego podzbioru jest réwny iloczynowi wszystkich elementéw drugiego podzbioru.

Zadanie 9. Znalezé wszystkie liczby catkowite dodatnie n, dla ktérych 27! — n? jest liczba
pierwsza.



Zadanie 10. Niech d(k) oznacza liczbe wszystkich naturalnych dzielnikéw dodatniej liczby cal-
kowitej k. Udowodnié¢, ze istnieje nieskonczenie wiele liczb catkowitych dodatnich M, ktérych nie

mozna przedstawi¢ w postaci
2
2y/n
M — (f)

d(n)
dla zadnej liczby caltkowitej dodatniej n.
Zadanie 11. Niech M bedzie érodkiem boku AC tréjkata ABC, a K — punktem polprostej BA
lezacym poza odcinkiem BA. Prosta KM przecina bok BC w punkcie L, a P jest takim punktem
odcinka BM, ze pélprosta PM jest dwusieczng kata LPK. Prosta ¢ jest réwnolegla do BM i

przechodzi przez punkt A. Wykazaé, ze rzut prostopadly punktu M na prosta ¢ lezy na prostej
PK.

Zadanie 12. Niech czworokat ABCD bedzie taki, ze AB || CD oraz AB = 2CD. Prosta { jest
prostopadta do C'D i przechodzi przez punkt C'. Okrag o $rodku D i promieniu D A przecina prosta
£ w punktach P i Q. Pokazaé, ze AP 1 BQ.

Zadanie 13. Punkt H jest ortocentrum tréjkata ABC, a odcinki AD, BE, CF — jego wyso-
koéciami. Srodkami okregéw wpisanych w tréjkaty EHF, FHD, DHE sa punkty, odpowiednio,
1y, I, Is. Wykazadé, ze proste Aly, Bls, Cl3 przecinajg sie w jednym punkcie.

Zadanie 14. Dla jakich n > 2 mozna znalezé tréjkaty Ai, As, ..., A, takie, ze zadne dwa z nich
nie sg podobne, natomiast dowolny mozna podzieli¢ na n trojkatow, z ktérych kazdy jest dla
pewnego i € {1,...,n} podobny do tréjkata A;, przy czym zadne dwa do tego samego?

Zadanie 15. Kwadrat jednostkowy podzielono na czworokaty Q1,...,Qm. Niechdlai=1,...,m
suma kwadratéw wszystkich bokdéw czworokata @; wynosi S;. Wykazaé, ze

S14+ ...+ S5, >4.

Zadanie 16. Spacerem Trondheimczyka n—tego

poziomu nazywamy droge z punktu (0, 0) do punk-

tu (2n,0) zawarta w I ¢éwiartce ukladu wspolrzed- /\
nych, bez samoprzecigé¢, ktérej kazdy krok jest /\/\ ————————————
wyznaczony przez jeden z wektoréw (1,1), (1, —1),

(—1,1). (Rysunek obok pokazuje spacery Trondheimezyka drugiego poziomu.)
Wyznaczy¢ liczbe réznych spaceréw Trondheimcezyka n—tego poziomu.

Zadanie 17. Znalez¢ najwieksza liczbe catkowita n, dla ktoérej istnieje n réznych liczb catkowitych
niepodzielnych przez 7, 11, ani 13 takich, ze suma kazdych dwoch z nich jest podzielna przez 7,
11 lub 13.

Zadanie 18. Niech n > 2 bedzie liczba catkowita. W pewnym kraju jest n miast i kazde dwa z
nich taczy droga omijajaca pozostate. Kazdej z drég przypisujemy liczbe ze zbioru {1,2,...,m}
(niekoniecznie rézna dla réznych drég). Rangg miasta nazywamy sume liczb przypisanych wszyst-
kim drogom z niego wychodzacym. Wyznaczy¢ najmniejsze m, dla ktérego istnieje przypisanie
nadajace réznym miastom roézne rangi.

Zadanie 19. W grupie oSmiu os6b kazde dwie znaja si¢ wzajemnie albo wzajemnie si¢ nie znaja.
Kazda osoba zna dokladnie trzy inne. Stwierdzié, czy ponizsze warunki moga zachodzié¢ jednocze-
$nie:

— wéroéd dowolnych trzech oséb przynajmniej dwie nie znaja sig;

— wsrod dowolnych czterech os6b co najmniej dwie znaja sie.

Zadanie 20. W miescie przyszloéci Baltic Way znajduje si¢ szesnadcie szpitali. Kazdej nocy
dokladnie cztery z nich pelnig dyzur. Czy mozna ustali¢ dyzury w taki sposéb, by po uplywie
dwudziestu nocy kazda para szpitali odbyta wspolnie dokladnie jeden dyzur?



