Svenska

patse W3 2257 Baltic Way 2009
Trondheim, November 7, 2009

Skrivtid: 43 timme.

Fragor kan stéllas under de forsta 30 minuterna av skrivtiden.

Problem 1. Polynomet p(z), av grad n > 2, har exakt n reella rétter, riknade med multiplicitet.
Vi vet att koefficienten for 2™ &r 1, att alla rotterna &r mindre &n eller lika med 1 och att p(2) = 3".
Vilka ér de mojliga vardena for p(1)?

Problem 2. De icke-negativa heltalen aq,as,...,a100 uppfyller olikheten

al(a1—1)~-(a1—20)—|—a2(a2—1)-~-(a2—20)—|—
---+a100(a100—1)---(@100—20)§100-99-98~--79.
Visa att a1 +as + -+ + a100 < 9900.

Problem 3. Lat n vara ett givet positivt heltal. Visa att det gar att viilja talen ¢ € {—1,1} sa
att

0> e k* <4
k=1

Problem 4. Finn alla heltal n > 1 sadana att olikheten
ot b2 > (r ot Tg) 2,

géller for alla reella tal x1,xs2. ..., Zy.

Problem 5. Lat fo = f1 = 1 och fiyo = fiz1 + fi (i > 0). Finn alla reella 16sningar till

ekvationen

22 = foo09 - T + fa00s-

Problem 6. Lat a och b vara heltal sidana att ekvationen x> —az?—b = 0 har tre heltalslosningar.

Visa att b = dk?, for nagra heltal d och k sddana att d delar a.

Problem 7. Antag att for primtalet p och heltalen a, b, ¢ géller féljande:
6|p+1, platb+ec, p|a*+b*+c

Visa att p | a, b, c.

Problem 8. Finn alla positiva heltal n for vilka det finns en partition av mangden
{n,n+1,n+2,...,n+8}

i tva delméngder, sadana att produkten av alla element i den forsta delméngden &r lika med
produkten av alla element i den andra delmangden.
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Problem 9. Finn alla positiva heltal n sadana att 2”71 — n? &r ett primtal.

Problem 10. Lat d(k) vara antalet positiva delare till det positiva heltalet k. Visa att det finns
oandligt manga positiva heltal M som inte kan skrivas som

= (35)

fér nagot positivt heltal n.



Problem 11. Lat punkten M vara mittpunkten pa sidan AC i triangeln ABC och lat punkten
K ligga pa stralen BA, bortom punkten A. Linjen KM skér sidan BC' i punkten L. Punkten P
pa strackan BM &ar sadan att PM &r bisektrisen till vinkeln LPK. Linjen ¢ ar parallell med BM
och gar genom A. Visa att projektionen av M pa linjen ¢ ligger pa linjen PK.

Problem 12. T en fyrhérning ABCD é&r AB || CD och AB = 2CD. Linjen ¢ &r vinkelrdt mot
CD och gar genom punkten C'. Cirkeln med centrum i D och radie DA skér linjen £ i punkterna
P och Q. Visa att AP1BQ.

Problem 13. Punkten H &r skirningspunkten for héjderna AD, BE och CF i triangeln ABC.
Punkterna I, I5 och I3 &r centra for de inskrivna cirklarna i trianglarna FHF, FHD, respektive
DHE. Visa att linjerna Al;, Bl och CI3 skir varandra i en enda punkt.

Problem 14. For vilka n > 2 gar det att finna n parvis icke-likformiga trianglar Ay, As, ..., A,
sadana att var och en av dem kan delas upp i n parvis icke-likformiga trianglar, var och en likformig
med en av Ay, Ao, ..., A7

Problem 15. En kvadrat med sidan 1 klipps isér till m fyrhérningar @Q4,...,Q,,. For i =
1,2,...,m lat S; vara summan av kvadraterna av sidorna i Q;. Visa att

Si+4 -+ Sm >4

Problem 16. En n-trgndervandring &r en van-

dring som startar i (0,0), slutar i (2n,0), utan
att skdra sig sjalv eller lamna forsta kvadran- /\
ten, och dér varje steg ar en av vektorerna (1, 1), /\/\ 777777777777
(1,—1) eller (—=1,1). (Figuren visar alla mgjliga

2-trgndervandringar.)
Bestdam antalet mojliga n-trgndervandringar.

Problem 17. Finn det storsta heltalet n for vilket det finns n olika heltal sidana att inget av
dem &r delbart med vare sig 7, 11 eller 13, men summan av vilka tva som helst av dem &r delbar
med atminstone ett av talen 7, 11 eller 13.

Problem 18. Lat n > 2 vara ett heltal. I ett land finns n stdder, och mellan varje par av
dem finns en direkt vég. Varje vég tilldelas ett heltal fran méngden {1,2,...,m} (olika vigar kan
tilldelas samma tal). En stads prioritet ar summan av talen som tilldelats de vigar som leder till
den. Finn det minsta m som gor det mojligt for alla stader att ha olika prioritet.

Problem 19. I en grupp om atta personer, géller att varje par av personer antingen kénner
varandra eller inte kdnner varandra. Varje person kénner precis tre av de andra. Avgor om bagge
foljande villkor kan uppfyllas samtidigt:

e [ varje grupp om tre personer finns minst tva som inte kénner varandra.
e [ varje grupp om fyra personer finns minst tva som kénner varandra.
Problem 20. I den framtida staden Baltic Way finns sexton sjukhus. Varje natt maste precis

fyra av dem vara Gppna for akutfall. Ar det mojligt att ligga schemat si att varje par av sjukhus
har haft nattjinstgoring samtidigt precis en gang efter tjugo nétter?



